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Schrodinger sur R”

@ Equation et Opérateur

u(x,t) r € R" teR
(10, + N)u = 0 <= u(z, t) = [e"“ug)(x)
Donneée initiale vy € S(R™)

@ Inégalit & de Disper sion

C'te
+9

lul, )]0 < —=lluolly



Dispersion=—- Strichartz L

Strichartz(1970) + Ginibre-Velo(1995) + Keel-Tao (1998)
Equation avec Second Membre:

(i@t + A)u = F

Soient p;,q; > 2 (i = 1,2) tels que = + I =

NS

fellgn s < Cee lualle + 1F g,
ph5 et g5 conjugués de p, et ¢

=
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Groupesde Type H

@ @ stratifié de rang 2
e §G=0; DG
e G = Lie(Gy)
e [G1,G1]C Gy et |G,Go] ={0}
@ G est muni d’'une structure euclidienne: ¢ = G, @+ G,

@ On définit une application linéaire J : Go — A, (G1) par
VX, X' €G, VT €Gy;, T-[X,X1=JT)X X'

@ Onimpose J(T)? = —|T|?ldg,
@ la dimension de G, est paire, on la note n ou 2d
2 la dimension p de G, vérifie p < 2d — 1

=
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Groupesde Type H

@ (G groupe connexe, simplement connexe d’algebre de Lie G
e G =Vect(Xy,...,Xn) Go = Vect(1,...,1p)
e (z,s):=exp(zX + sT)
@ (z,s)o(,s)=(x+2',s+5 + 3[zX,2'X])

@ ( est muni d'un sous-Laplacien canonique
@ A=-30, X7
a A operateur différentiel sous-elliptique invariant a gauche
e A indépendant du choix de la b.o.n (X1,..., X,,)

@ (G est muni d’'une structure homogene
e 0.(z,s) = (rz,rs)
o A(fod)=12(Af)ob,
L @ N = 2(d + p) est sa dimension homogene
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H commeHeisenbeg

@ Regardons dans une direction de G5, on la note ¢ € SP~1:
on peut construire une b.o.n. de G,

B.= U;,Vf,..., U3, V)

Telque ¢ [Uf, VS| =6, e [Uf,Us]=¢€-[VS5Vi]=0
@ Les fonctions radiales

e fradiale < V(z,s) e G, f(z,s)= f(|x|,s)

a Théorie L2 ,(H") ~s~~+ Théorie L? ,(G)

rad rad
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Fourier Radial L

@ On définit une famille de représentations unitaires irréductibles
y HA:G—>U(L2(R5§!)) A€ RP

o IL(US) = |2 IT, (Vﬁ):¢|x|%gj et I\ (T}) = i\

85’

a II(A) = —|\ ijl (852 52)

@ Fonctions d’hermite A, ~~ base hilbertienne de L2(Rg)
I\ (A)ha = (2|la] + d)[A[ha

@ Transformée de Fourier radiale

a VfeL . (G),  F(f)A) = [, f(9)IL;(g9)dg
@ F(AH)Nha = 2lal + D|AF(f)(A)hq

=
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Formule d’'In version L

soit ( f,n)men Suffisamment réguliere, alors il existe une unique fonction
feL? (G)tel que:

rad

f(f)(/\)hoz — f|a|()\)ha

De plus on a I'expression explicite:

)= G Y [ exploines] fn £ () iafan

meN
ou Y désigne la m-iéme fonction de Laguerre d’indice d — 1.

d

-

EvecOgNgd

) (ﬁ(d—l)(g))| < CN,d(Qm 4+ d)d_1/4
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Opérateur de Schrodinger

@ Fonction de découpage R* € C§°(Cy) paire
a Co={reR;1/2<|r| <4}
a 0<R*<1
@ Pourtoutm € N, on pose R (7) := R*((2m + d)7)

@ Fonction Test ¢ € S,.4(G) définie par
Fp(MNha = Ry, (IAD)ha

@ Oon pose uy = p, et g = (w, s)

w 2 ol\¢€
u(g,t) = Cte Y / /S expl —iA(e-s — 2m+d))|RE (V) LED (o 2” )d;\idfp)

7

”

I(m)

=
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Dispersionet Strichartz L

Théoreéme 1 (Inégalité de dispersion). Soit u la solution de I'équation de Schrodinger

homogeéne. Alors, on a de facon optimale:

1—
Ju(®)lle < CltI = ol -1/

Théoréme 2 (Inégalité de Strichartz). Soit u la solution de I'équation de Schrodinger

non homogene, alors pour tout ¢ € [%, +00] et pour 7 vérifiant
1 N N
R |
q T 2

On a:
Jull g < C (ol + 1F ) )
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... Et lesOndes??? L

/

Au + 81;1;’& = F

{ u}tzo — Ug

\ atU‘t:O = Uy

Théoreme 3 (Inégalité de dispersion). Soit u la solution de I'équation des Ondes

homogene (F' = 0). Alors, on a de facon optimale:

lu(®)lloo < CIEITP2 (luoll grv—prz + lJun ]| ga—1-s2
Bl,l Bl,l

Théoréme 4 (Inégalité de Strichartz). Soit u la solution de I'équation des Ondes non
2N —p

homogene, alors pour tout ¢ € | .

, +-00] et pour r vérifiant % +4 =41

el < € (uoll o + a2 + 1P|y 1)

=
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PhaseStationnaire L

Lemme 5 (Inégalité de la phase Stationnaire). Soit ¢ € C'*°(]a, b|) tel que:
" (u)| > 1  sura,b]

Alors quelque soit la famille de fonctions vy € C'°(]a, b)

b b
/ e (W, (u) du| < Ct=1/2 / ) (u)| du

La constante C' ne dpend ni des paramétres t,a ou b; ni des fonctions ; ou ¢.
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